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АННОТАЦИЯ 

Мазкур ишда бошланғич берилганлари тақасимланган гиперболик 

тенглама учун тўғри ва тескари масалалар ўргилган. Тўғри масала учун 

топилган формуладан фойдаланиб тескари масалани ечимининг мавжудлиги ва 

ягоналиги исботланган.  Масала ечимини мавжудлиги интеграл тенгламалар 

усули билан, ягоналиги – эса Гронуолла леммасига асослангиб исботланган. 

Калит сузлар:  Даламбер формуласи, Коши масаласи,  абсолют ва текис 

яқинлашувчи, Гронуолла леммаси, биржинсли тенглама тўғри ва тескари 

масала. 

 

КИРИШ 

Замонавий математикада барча масалалар шартли равишда коррект (тўғри) 

ва нокоррект қўйилган бўлади. Биринчи марта тескари ва нокоррект қўйилган 

масалалар ХХ асрнинг биринчи ярмида пайдо бўлди. Масаланинг корректлиги 

ва нокорректилиги тушунчаларини киритган Ж.Адамар нокоррект масалалар 

физик маънога эга эмаслигини, яъни бирор қўлланиладиган масалани 

тавсифловчи тенглама нокоррект бўлса, бу масала сунъий (нореал) ёки 

математик жиҳатдан етарлича тавсифланмаган бўлади деб хулоса берган.  

Япон олимларининг  ишларида гиперболик турдаги тенгламалар ва 

изотропик Ламе тенгламалар системаси учун тескари масалалар ўрганилган 
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бўлиб, бу ишларда Карлеман баҳолашларидан фойдаланиб, тескари масалалар 

ечимининг глобал Липшиц кўринишидаги турғунликлари баҳолашлари 

ўрнатилган. Параболик ва гиперболик тенгламалар учун тескари масалалар 

ечимининг ягоналиги ва турғунлиги билан В.М. Исаков шуғулланган. 

 

АДАБИЁТЛАР ТАҲЛИЛИ ВА МЕТОДОЛОГИЯ 

 Физика ва геофизиканинг муҳим масалаларини ечишда бошланғич 

берилганлари тақасимланган гиперболик тенглама учун тўғри ва тескари 

масалалар катта аҳамиятга эга. Бунда бошланғич шартли масала ечимининг 

ягоналиги коеффициентлари аналитик бўлмаган ҳолларда 1938 йилда 

Т.Карлеман томонидан ўрганилган. Кейинчалик бу йўналиш М.М.Лаврентъев, 

Л.Ниренгберг, Л.Хёрмандер ва бошқалар томонидан ривожлантирилган. Бу 

соҳада ватанимиз олимларининг олган натижалари муҳим. А.К. Уринов ва унинг 

шогирдлари тўғри ва тесвкари  масалалар бўйича олган натижалари ҳамда 

Ш.Ярмухамедов  томонидан у тузган Карлеман функцияси асосида бир қанча 

коррект бўлмаган масалалар ечими регуляризацияси (тақрибий ечими) топилган. 

А.Ҳайдаровнинг ишларида гиперболик турдаги дифференциал тенгламалар учун 

карлеман баҳолашлари қурилган ва бу баҳолашлардан фойдаланиб 

ногиперболик Коши масаласи учун тўғри ва тескари масалалар ечимининг 

ягоналиги ва Гёлдер турдаги турғунлик баҳолашлари топилган. Гиперболик 

тенгламалар учун тўғри ва тесчкари масалалар [5-12] ишларда ўрганилган. 

 

НАТИЖАЛАР 

 

Тор тебраниш тенгламаси учун Коши масаласи берилган булсин. 

2 2

2 2
( , ) ( , ), , 0,u x t F x t x R t

t x

  
− =   
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( ,0) ( ), ( ,0) ( ), ,tu x x u x x x R = =                                (2) 

бу ерда ( , ), ( ), ( )F x t x x   - берилган фунциялар. Бу масаланинг ечими 

Даламбер формуласи деб аталади [1, 2]: 
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Энди қуйидаги Коши масаласини қараймиз 
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2 2

2 2
( , ) ( ) ( , ) ( , ), , 0 (4)

( ,0) ( ), ( ,0) ( ), , (5)t
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бу ерда ( , ), ( ), ( ), ( )f x t q x x x   - берилган функциялар, 

( , )u u x t=  - номаълум функция. 

 (4)-(5) масалани ( , )u x t  номаълумга нисбатан чизиқли интеграл тенгламага 

келтириш мумкин: 
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(3) Даламбер формуласидан фойдаланамиз: 
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 Демак (4)-(5) масаласининг ечими қуйидаги интеграл тенгламага келади: 
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бу ерда 
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(4) тенгламани 0 0( , )x t  нуқтадан ўтувчи характеристикалари ва х ўқи билан 

чегараланган соҳаси 0 0( , )x t  билан бергилайлик. 

 (6) тенглама (4), (5) масалага тенг кучли ва у 0 0( , )x t  да ягона ечимга эга. 

Буни исботлан учун кетма-кет яқинлашишлар усулидан фойдаланамиз. 

 Ечимни ушбу 

     
0

( , ) ( , )n

n

u x t u x t


=

=     (7) 

қатор кўринишда излаймиз, бу ерда ( , ), 1nu x t n   қуйидаги формула орқали 

топилади 
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(7) қаторни абсолют ва текис яқинлашувчи эканлиги кўрсатамиз. Агар 

0 00,t x R   унда 
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2

0 0 0( , ) ( ( , ))u x t c x t   бўлади. У ҳолда (8) формулада барча 

0 0( , ) ( ( , ))nu x t c x t   келиб чиқади. Қуйидаги белгилашларни киритамиз 
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У ҳолда (8) дан қуйидаги бахолашлар келиб чиқади 

   0 1 0
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( ) || || ( ) ( ) , 1, 0
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n nU t q t U d n t t  − −     

Бу бахолашни кетма-кет 1,2,...n =  лар учун қўллаб, қуйидагига эга бўламиз: 
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Бу тенгсизликдан 
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 Сонли қатор 

2

0 0
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(|| || )

(2 )!n

q t

n



=

  яқинлашувчи. Шу сабабли Вейерштрасс 

теоремасига асосан (7) қатор 0 0( , )x t  да абсолют ва текис яқинлашувчи бўлади 

ва 0 0( , )x t  соҳада (6) тенглама узлуксиз ечимни беради. Бу ечим ягона, чунки 

    

( , )
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
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биржинсли тенглама фақат тривиал ечим эга. 

  

Ҳақиқатдан ушбу 
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белгилаш киритсак (11) дан қуйида тенгсизлик ҳосил бўлади: 
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t

U t q t U d t t   −   . 

 Гронуолла леммаси [3] га асосан бу тенгсизикни ечими фақат ( ) 0U t   

бўлади. | ( , ) | ( )u x t U t  дан 0 0( , ) 0, ( , ) ( , )u x t x t x t   келиб чиқади. 
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 Гронуолла леммаси. Айтайлик ( )U x  функция 0 0[ , ]x x h+  оралиқда 

номанфий ва узлуксиз ҳамда 

    

0

( ) ( ) , 0, 0

x
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тенгсизликни қаноатлантирсин, у ҳолда 
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Биз (6) тенгламани ягона узлуксиз ечиш мавжудлиги кўрсатдик. Энди бу ечиш 

0 0( , )x t  соҳада иккинчи тартибланган узлуксиз хосиласи эга эканлиги ва бу соҳа 

{(4),(5)} масалани ечими бўлишини кўрсатамиз. Бунинг учун (6) тенглигини 

қуйидагича ёзиб оламиз: 
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Чунки  
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Худди шунга ўхшаб х бўйича хосила хисобланади. 
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x

   


= − − − − − = −


. 

 0 0, ( ( , ))x tu u c x t   

 

2

02

1
{ ( ) ( ,0)( ) ( ) ( ,0)( )

2
tt t tu u q x t u x t x t q x t u x t x t

t


 = − + + + − − − − +


 

 

2

0

2

1
( ) ( , | |) [ ( ) ( ,0)

2

x t

t

x t

u
q u t x d q x t u x t

t
   

+

−

 
+ − − = − + + +


  

  
1

( ) ( ,0)] ( ) ( , | |)
2

x t

t

x t

q x t u x t q u t x d   

+

−

+ − − − − −  

 Шундай қилиб, 

  

2

02

1
[ ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)]

2
ttu u q x t u x t q x t u x t

t


= − + + + − − −


  

  
1

( ) ( , | |)
2

x t

t

x t

q u t x d   

+

−

− − −      (15) 
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2

0

1
[ ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)]

2
xtu u q x t u x t q x t u x t

x t


= − + + − − − −
 

 

  
1

( ) ( , | |) ( )
2

x t

t

x t

q u t x sign x d    

+

−

− − − −     (16) 

  

2

02

1
[ ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)]

2
xxu u q x t u x t q x t u x t

x


= − + + + − − +


 

  
1

( ) ( , ) ( ) ( , | |)
2

x t

t

x t

q x u x t q u t x d   

+

−

+ − − −    (17) 

  0

1
( ) ( , )

2

x

x

x t

u u q u t x d
x

   
−

 
= − − − + +
 

  

   ( ) ( , )

x t

x

q u t x d   

+ 
+ + − 


  

  
2

0

2

1
( ) ( , ) ( ) ( ,0)

2
xx

u
u q x u x t q x t u x t

x


= − − + − − +


 

  ( ) ( ,0) ( ) ( , ) ( ) ( , )

x

t

x t

q x t u x t q x u x t q u t x d   
−

+ + + − + − + +  

  

2

0

2
( ) ( , ) ( ) ( , )

x t

t

x

u
q u t x d q x u x t

x
   

+  
+ + − = + −


  

  
1

[ ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)]
2

q x t u x t q x t u x t− + + + − − −  

  
1

( ) ( , | |)
2

x t

t

x t

q u t x d   

+

−

− − − . 

 Ушбу тенгликларни ҳисобга олган ҳолда  

2 2

0 0

2 2
( , )

u u
f x t

t x

 
− =

 
 

   ( ) ( , ) ( , )tt xxu u q x u x t f x t− = − +  

(15)-(17) формулалардан 0 0, , ( ( , ))tt xt xxu u u c x t  , яъни 
2

0 0( ( , ))u c x t   келиб 

чиқади. 

 Энди тескари масалани қараб чиқамиз. 

 Тескари масала. Қуйидаги шартларни қаноатлантирувчи ( , )u x t  ва ( )q x  

функцияларни топинг: 
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1) 
2 2

2 2
( , ) ( ) ( , ) ( , )u x t q x u x t f x t

t x

  
− + = 

  
,    (18) 

2) Бошланғич шартлар  

( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x x u x x = = ,                     (19) 

3) чегаравий шартлар  

0 1 0 2( , ) ( ), ( , ) ( )xu x t f t u x t f t= = .        (20) 

бу ерда 1( , ), ( ), ( ), ( )f x t x x f x   ва 2 ( )f t  - берилган функциялар. 

 Бунда ( )q x  ни маълум деб фараз қилиб, тўғри масалани қуйидаги 

тенгликларидан фойдаланамиз. 

  0 0 0

( , )

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) , ( , ) ( , )

2
x t

u x t u x t q u d d x t x t    


= −  ,   (21) 

2

02

1 1
[ ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)] ( ) ( , | |)

2 2

x t

tt t

x t

u u q x t u x t q x t u x t q u t x d
t

   

+

−


= − + + − − − − − −
 

(22) 
2

0

1 1
[ ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)] ( ) ( , | |) ( )

2 2

x t

xt t

x t

u u q x t u x t q x t u x t q u t x sign x d
x t

    

+

−


= − + + − − − − − − −
    

(23) 

 (22) ва (23) дан ҳамда (20) шардан қуйидаги эга бўламиз 
2

0 2 0 0 0 0 0 0

1
( , ) ( ) ( , ) [ ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)]

2
xtu x t f t u x t q x t u x t q x t u x t

x t


= = − + + − − − −

 

 

0

0

1
( ) ( , | |)

2

x t

t

x t

q u t x d   

+

−

− − −        (24) 

2

0 2 0 0 0 0 0 0

1
( , ) ( ) ( , ) [ ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)]

2
xtu x t f t u x t q x t u x t q x t u x t

x t


= = − + + − − − −

 
 

   

0

0

0 0

1
( ) ( , | |) ( ) , [0, ]

2

x t

t

x t

q u t x sign x d t t    

+

−

− − − −           (25) 

 (24), (25) формуласи ва (19) шартдан фойдаланиб 0x x  ва 0x x  лар учун 

( )q x  ни топамиз 

 (23) тенгламалар 0x t y+ =  алмаштириш бажарамиз 0t y x= − . 

 

2 2

1 2 0 0 0 02
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ,0)f t f t u x t q x t u x t

x tt

  
 + = + − + + − 

  
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0 0

0

0 0 0( ) ( , ) , .

x t

t

x

q u t x d x t y t y x   

+

− + − + = = −  

  0 0 0 00 t t x y x t     +  

  

0 0 0

2 2

1 0 2 0 02
( ) ( ) ( , )

x x y y x

f y x f y x u x t
x tt

= = −

  
 − + − = + − 

  
 

  

0

( ) ( ,0) ( ) ( , )

y

t

x

q y u y q u y d   − − −  

 

 

0

0

2 2

1 0 2 0 02

1
( ) ( ) ( ) ( , )

( ) x x
t y x

q y f y x f y x u x t
y x tt =

= −


   

 = − − − − + + −   
   



 

 

   

0

0 0( ) ( , ) ,

y

t

x

q u y d x y x t   


− −   +


    (26) 

   0 0 0 0 0 0 0 00 t t x t x x t x y x t    +  +    +  

 Энди (24) тенгламалардан (25) тенгламаларни айираймиз, 

  

2 2

1 2 0 0 0 02
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ,0)f t f t u x t q x t u x t

x tt

  
 − = − − − − − 

  
 

  

0

0

0 0 0( ) ( , ) , ,

x

t

x t

q u t x d x t y x y t   
−

− − + − = − =  

 

2 2

1 0 2 0 0 0 02
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ,0)f x y f x y u x x y q y u y

x tt

  
 − − − = − − − − 

  
 

0

( ) ( , )

x

t

y

q u y d   − −  

 

0

0

2 2

1 0 2 0 02

1
( ) ( ) ( ) ( , )

( ) x x
t x y

q y f y x f y x u x t
y x tt =

= −


   

 = − − + − + + −   
   


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0

0 0 0( ) ( , ) ,

x

t

y

q u y d x t y x   − − −        (27) 

   0 0 0 0 00 ,t t x t y x t y x  − =  −    

 (26) ва (27) тенгликларни бирлаштириб ёзамиз (у ни х га алмаштириш) 

   
0

0
0

0 0 0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ,| |) ,

( )

[ , ]

x

t

x

sign x x
q x q x q u x d

x

x x t x t

   


 −
= + − 

 
 

 − + 


 

   

0

0
0

( )
( ) ( ) ( ) (, | |)

( )

x

t

x

sign x x
q x q x q u x d

x
  



−
= + −   (28) 

0 0 0 0[ , ]x x t x t − + , 

бу ерда 

   0 1 0 2 0 0

1
( ) (| |) (| |) ( )

( )
q x f x x f x x sign x x

x
 = − − − − − +  

   

0

0

2 2

0 02

| |

( ) ( , )
x x
t x x

sign x x u x t
x tt =

= −

    
+ + −  

    

  (29) 

 Энди 0 0( , )x t  соҳада , ,tu u q  функцияга (6), (13). (28) иккита тур чизиқсиз 

интеграл тенгламалар системаси қараймиз (6), (13) ва (28) тенгламалар 

системаси оператор тенглама кўринишда ёзиб оламиз 

     q Aq= ,     (30) 

бу ерда 1 2 3( , , )q q q q=  - вектор функция  

   1 2( , ) ( , ), ( , ) ( , ),tq x t u x t q x t u x t= =  

   3 3( , ) ( , ) ( , )q x t q x t q x t= =  

    1 2 3( , , )A A A A=  

  

0

1 0 3 1

( , )

2 0 3 1

0
3 0 3 2

1
( , ) ( ) ( , )

2

1
( , ) ( ), ( , | |)

2

( )
( ) ( ) ( , | |)

( )

x t

x t

x t

x

x

A q u x t q q d d

A q u x t q q t x d
t

sign x x
A q q x q q x d

x

    

   

   




+

−


= − 




 
= − − − 
 


− = + −










       (31) 
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 Қуйида берилганни киритамиз: 

    
0 0

0
1 3 ( , ) ( , )

|| || ( ) max max | ( , ) |k
k x t x t

q t q x t
  

= , 

    0 0 0 0( , ) ( , ), ( , ), ( )q x t u x t u x t q x
t

 
=  

 
 

ва  0 0( ( , )), 0c x h h t    фараз қуйидаги тенгсизикларни қаноатлантирувчи 

( )M h  функция тўпламини қараймиз: 

    0 0 0|| || ( ) || || ( )q q h q t−       (32) 

  

ХУЛОСА 

Етарлича кичик h  лар учун А оператор ( )M h  тўпламни ўзига сиқиб 

акслантиради. Ҳақиқатан ( )q M h  учун 0|| || ( ) 2 || || ( )q h q h . 

  

    

2
2

0 0 0|| || ( ) 4 || || ( )max , ,
2

h h
Aq q h q t h



 
−   

 
 

Шунинг учун  

    0

0 00 0

1 min( ,1)
min , ,

4 || || ( )2 || || ( )
h h t

q tq t

   
 =  

  

 

лар учун  А оператор сиқиб акслантириш хоссасига эга бўлади. 
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